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Régularisation du prix des options : Stacking

Olivier Bardou* et Yoshua Bengio†

Résumé / Abstract

La modélisation non-paramétrique du prix des options et autres produits
dérivés a connu un intérêt croissant au cours des dernières années. Ce rapport se situe
dans la perspective de prédire le prix de l'option au marché à partir des mêmes
informations utilisées dans la formule de Black-Scholes. Il se situe dans la
continuation de travaux récents sur la modélisation de ces prix par des réseaux de
neurones avec une structure inspirée des connaissances économiques sur la
valorisation d'options. La contribution de la recherche présentée ici est l'utilisation
avec succès de l'algorithme de Stacking pour améliorer la généralisation de ces
modèles. Cet algorithme combine deux niveaux d'entraînement des modèles, le
deuxième cherchant à combler les déficits hors-échantillon du premier. Les résultats
obtenus sont très intéressants et portent sur des options d'achat du S&P 500 entre 1987
et 1993.

The non-parametric modelization of the stock options and other derivatives
generated an increased interest over the past years. The goal of this paper is to
predict the market price of an option from the same information as needed by the
Black-Scholes formula. This is a continuation of more recent papers based on the
modelization of these prices by the use of neural networks with a structure inspired by
our economic knowledge of option pricing. Our contribution, with this paper, is the
successful use of the stacking algorithm to improve the generalization of these models.
This algorithm combines two training levels for the models, the second being used to
improve the out-of-sample deficits of the first one. The obtained results are very
interesting, and span the call options of the S&P 500 between 1987 and 1993.
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1 Introduction

Dans deux récents articles, René Garcia et Ramazan Gençay (Garcia et
Ramazan 1998) d’une part, Hutchinson, Lo et Poggio (Hutchinson, Lo et
Poggio 1994) d’autre part, ont mis en évidence l’intérêt que pouvaient présenter
les algorithmes d’apprentissage dans le cadre de la prédiction du prix d’actifs
financiers et en particulier pour la valorisation d’options.

Le principal avantage de ces méthodes réside dans le fait qu’elles ne nécessitent
pas d’hypothèses fortes sur l’évolution du prix de ces produits.
Dans ce document, nous étudierons l’utilisation de l’algorithme du stacking pour
améliorer les performances des procédures déjà étudiées.

Après un énoncé des principales hypothèses sur lesquelles a reposé notre
travail, nous présenterons les différents modèles étudiés dans le cadre de ces
expériences (incluant quelques rappels concernant les algorithmes d’apprentis-
sage). Les résultats obtenus au cours de différentes simulations seront ensuite
résumés. Une discussion portant sur leur validité et leur intérêt terminera cette
partie du rapport.

2 Hypothèses préliminaires

Le but des différents algorithmes étudiés dans ce rapport est l’estimation de
l’espérance du prix du marché pour une option - en l’occurrence des options
d’achat dans ce rapport - à partir de données de marché. Dans notre cas, ces
données concernent l’indice quotidien du S&P 500.

Si le choix des sorties désirées s’impose de lui-même (le prix de l’option ob-
servé à la fermeture), celui des entrées du modèle est beaucoup plus délicat.
Notre propos n’étant pas de sélectionner les variables, nous suivrons ici une
démarche conservatrice en utilisant les mêmes entrées que Garcia et Gençay, à
savoir la durée de maturité de l’option et le ratio entre le prix d’exercice et le
prix du sous-jacent (strike

spot ).

Toute l’étude de ce rapport repose en fait sur la comparaison entre les per-
formances d’un algorithme d’apprentissage ’isolé’ et les performances d’un al-
gorithme du même type corrigé par une méthode de stacking. L’hypothèse op-
timiste voudrait que les résultats obtenus par stacking soient meilleurs.

Pour effectuer une comparaison exploitable, les deux algorithmes seront en-
trâınés séparément sur les mêmes ensembles de données, suivant une procédure
décrite par la suite.

Un autre problème délicat est posé par l’analyse statistique des résultats.
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Dans le cas de données indépendantes et identiquement distribuées, il est pos-
sible de construire des tests d’hypothèses robustes. L’un de ces tests sera uti-
lisé ici à titre indicateur. Nous garderons toutefois à l’esprit que les conditions
requises pour l’application de cette procédure ne sont vraisemblablement pas
remplies dans notre cas, à cause de possibles dépendances temporelles entre les
erreurs (dépendances qu’ils serait par ailleurs possible d’étudier).

3 La démarche adoptée

L’ensemble des données sur lesquelles va s’opérer l’apprentissage est cons-
titué par les relevés S&P 500 quotidiens du prix d’option d’achat de type
européenne sur la période s’étalant d’avril 87 à octobre 97. Ce marché parti-
culièrement liquide est assez proche du modèle de Black-Scholes.

Cet ensemble va être partitionné en dix sous-ensembles représentant chacun
une année de données. Ceci permettra de lancer dix fois chacune des méthodes
d’apprentissage et d’obtenir un panel de résultats.

Ces données se présentent sous la forme d’une matrice dont chaque colonne
fournit les informations suivantes :

– année (1987 à 1997),
– mois (1 à 12),
– jour (1 à 31),

– strike
sous-jacent aujourd’hui ,

– maturité en années (calculée avec des années de 261 jours environ),
– variance mobile du prix du S&P500 sur 5 jours,
– variance mobile du prix du S&P500 sur 22 jours,
– variance mobile du prix du S&P500 sur 66 jours,
– variance mobile du prix du S&P500 sur 250 jours,
– variance mobile du prix du S&P500 sur 1250 jours,

– prix de l’option
sous-jacent aujourd’hui ,

– actualisation*max(0, sous-jacent à maturité - strike
sous-jacent aujourd’hui ).

L’actualisation est un ratio pour convertir tous les montants en dollars
constants, en utilisant un taux d’intérêt à court terme pour ce calcul. Suivant
en cela les modèles utilisés dans les deux articles précédemment cités, les seules
données retenues comme entrées des procédures seront “ strike

sous-jacent aujourd’hui”et
“maturité”. La sortie des procédures est évidemment la prédiction qui nous
intéresse, soit : “ prix de l’option

sous-jacent aujourd’hui”. Dans une première approche, les in-
formations relatives à la volatilité ne seront donc pas considérées.
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4 Les modèles étudiés

4.1 Les modèles “simples”

Dans cette phase, le choix s’est porté en premier lieu sur un algorithme utilisé
à la fois par Garcia et Gençay, et par Hutchinson, Lo et Poggio. Il s’agit d’un
perceptron multicouche de la forme suivante :

f(
K

St
, τ ; β, γ) = β0 +

Nh∑
j=0

βj tanh(γj0 + γj1
K

St
+ γj2τ)

où St représente la valeur du sous-jacent, K, celle du strike et τ , la maturité.
Un deuxième modèle simple a été considéré. Il s’agit également d’un réseau

de neurones, mais la sigmöıde utilisée ici n’est plus la tangente hyperbolique
mais la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite :

f(
K

St
, τ ; β, γ) = β0 +

Nh∑
j=0

βj N(γj0 + γj1
K

St
+ γj2τ)

où

N(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−

t2
2 dt

L’idée ici était de se rapprocher d’une fonction rappelant celle utilisée dans
le modèle de Black & Scholes. Malheureusement, les essais sur ce modèle n’ont
pu être poussés aussi loin par manque de temps. Il semble toutefois que les
résultats soient similaires à ceux obtenus avec le perceptron précédemment
décrit. Cette dernière constatation n’a d’ailleurs pas grand chose d’étonnant,
la seule différence entre ces deux modèles provenant du choix de la sigmöıde,
choix qui n’a, en théorie, qu’une influence limitée.

4.2 L’algorithme de stacking

Le principe du stacking a été introduit par David H.Wolpert (Wolpert

1992) (voir aussi Sridhar, Bartlett et Seagrave (Sridhar, Bartlett et Sea-

grave 1999)). Ce principe repose sur “l’empilement” de plusieurs algorithmes
d’apprentissage. Les algorithmes du ’niveau 0’ effectuent des prédictions sur les
données. Les algorithmes des niveaux supérieurs ont ensuite pour tâche de cor-
riger les prédictions des niveaux précédents.

Dans le cadre de cette étude, l’algorithme de stacking va prendre une forme
très simple. Le premier niveau sera constitué de l’un des algorithmes décrits
précédemment et le second niveau, d’un perceptron multicouche de la forme :

z(
K

St
, τ, f(

K

St
, τ); β, γ) = β0 +

Nh∑
j=0

βj tanh(γj0 +γj1f(
K

St
, τ)+γj2

K

St
+γj3τ).
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τ

algorithme

de niveau 0

algorithmef(t) z(t)

y(t) y(t)

Sorties desirees

(prix de l’option / sous-jacent )

Entrees

(maturite)

(strike/sous-jacent)

K / St

sorties predites nouvelles predictions

apres correction

   de niveau 1

Fig. 1: Architecture de l’algorithme de stacking.

Ce nouvel algorithme ne considère donc pas uniquement les prévisions du
’niveau 0’, mais aussi les entrées de ce même niveau, la maturité τ et la valeur
du strike

spot : K
St

.

Soit y(t), la sortie associée au tième exemple et, pour simplifier la notation,
f(t) et z(t), les prédictions de nos réseaux pour ce même exemple.

L’architecture finalement obtenue est résumée par la figure 1.

5 Entrâınement des réseaux

Le critère de coût retenu ici est l’erreur quadratique :

||f − t||2 =
∑
t

(f(t)− y(t))2.

Tous les réseaux seront entrâınés par descente de gradient stochastique3. Le pas
du gradient utilisé est ici de la forme 1

1+ln(t+1) . Ce pas a ici été préféré à 1
1+t

pour la raison suivante : étant donné le grand nombre d’exemples, ce dernier pas
devenait rapidement beaucoup trop petit et ne permettait plus une amélioration
significative de la valeur des paramètres.
Il semble que le pas retenu permette encore une descente significative du gra-
dient, même lorsque la valeur de t devient très grande.
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6 Méthodologie suivie

Une fois l’implémentation des ces algorithmes effectuée, le premier travail a
consisté en la détermination de la capacité optimale (i.e. du nombre d’unités
cachées) de chacun d’eux, et ce, sur une partie de l’ensemble d’apprentissage
dans un premier temps non-utilisé pour l’apprentissage, et cela sur chacun des
dix ensembles de données disponibles.
La fonction de coût considérée ici est l’erreur de généralisation quadratique
moyenne. Son estimation s’effectue par une méthode “train and test”. Le prin-
cipe est le suivant : considérant que chacun des dix ensembles de données
représente une année, les algorithmes de ’niveau 0’ seront entrâınés sur les cinq
premiers mois et leur erreur en généralisation sera estimée sur le reste de l’année.
Le réseau de ’niveau 1’, quand à lui, utilisera les cinq mois suivants pour son
entrâınement. Son erreur d’apprentissage sera évaluée sur les deux derniers mois
de l’année, mois qui n’auront servi pour aucun apprentissage.
L’ensemble de la procédure est répétée huit fois sur chacun des dix ensembles.
Ceci permet, pour chaque année, de déterminer une erreur moyenne et son écart-
type ; ces données étant par la suite nécessaires pour la construction d’un test
d’hypothèses.
Notre réseau “témoin” - le perceptron par rapport auquel se fera la comparai-
son des performances - sera pour sa part entrâıné sur les dix premiers mois de
chaque année et sa performance en généralisation sera estimée sur les deux der-
niers mois. Les ensembles d’entrâınement et de test ont donc une taille similaire
à celle des ensembles utilisés dans le cas de l’algorithme de stacking.

7 Les résultats obtenus

7.1 Construction d’un test d’hypothèses

Les différentes expérimentations vont nous permettre de disposer d’estima-
teurs de la moyenne et de l’écart-type de l’erreur de généralisation. Soient µ̂s et
σ̂s, les estimateurs de la moyenne et de l’écart-type, respectivement, de l’erreur
pour l’algorithme de stacking ; et soient µ̂t et σ̂t, les estimateurs pour l’erreur
obtenue par le réseau témoin. Enfin, soit l, le nombre de données sur lesquelles
est évaluée notre erreur.
La construction du test repose sur le fait que la quantité

Z =
√
l

µ̂t − µ̂s√
σ̂t

2 + σ̂s
2

converge asymptotiquement vers une loi normale centrée réduite dans le cas de
données indépendantes et identiquement distribuées.
Ainsi, il est possible de tester l’hypothèse nulle H0 : “µs > µ′′t contre H1 :
“µs ≤ µ′′t . H0 sera rejetée si la valeur de notre statistique est “trop grande”.
Quantitativement, on rejettera H0 au seuil 0.1% si Z > 3.090. Les valeurs
numériques utilisées proviennent de (Alalouf, Labelle et Ménard 1990).
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8 Les résultats

La présente section résume les résultats obtenus à la suite de l’expérimenta-
tion décrite précédemment. Pour chaque année, un tableau récapitule les infor-
mations suivantes :

– Taille de l’ensemble de données,
– Partition de cet ensemble,
– Capacité optimale de chacun des réseaux,
– Erreur de généralisation quadratique moyenne,
– Écart-type de cette erreur pour chacun des réseaux,
– Valeur de la statistique de test, telle que décrite précédemment.

1987 (6148) niveau 0 niveau 1 témoin
ensemble d’apprentissage 1-2561 2561-5122 1-5122
ensemble de test 2562-6148 5122-6148 5123-6148
nombre d’unités cachées 9 7 9
erreur moyenne 2.47e-4 1.09e-4 3.33e-4
variance 2.89e-10 2.87e-11 1.09e-8
valeur de la statistique 168.01

1988 (6555) niveau 0 niveau 1 témoin
ensemble d’apprentissage 1-2731 2732-5462 1-5462
ensemble de test 2732-6555 5463-6555 5463-6555
nombre d’unités cachées 5 10 5
erreur moyenne 3.93e-4 6.76e-5 1.45e-4
variance 8.05e-12 1.37e-11 6.29e-10
valeur de la statistique 247.19

1989 (6092) niveau 0 niveau 1 témoin
ensemble d’apprentissage 1-2538 2539-5076 1-5076
ensemble de test 2539-6092 5077-6092 5076-6092
nombre d’unités cachées 8 7 8
erreur moyenne 3.74e-4 6.46e-5 1.96e-4
variance 7.43e-9 3.07e-10 4.04e-10
valeur de la statistique 384.63
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1990 (7846) niveau 0 niveau 1 témoin
ensemble d’apprentissage 1-3269 3270-6538 1-6538
ensemble de test 3270-7846 6539-7846 6539-7846
nombre d’unités cachées 5 7 5
erreur moyenne 4.34e-4 1.01e-4 2.95e-4
variance 2.65e-8 3.78e-10 2.66e-10
valeur de la statistique 677.14

1991 (8464) niveau 0 niveau 1 témoin
ensemble d’apprentissage 1-3526 3527-7052 1-7052
ensemble de test 3527-8464 7053-8464 7053-8465
nombre d’unités cachées 8 7 8
erreur moyenne 2.79e-4 5.64e-5 1.15e-4
variance 4.19e-11 7.00e-11 7.93e-11
valeur de la statistique 441.22

1992 (8144) niveau 0 niveau 1 témoin
ensemble d’apprentissage 1-3393 3394-6788 1-6788
ensemble de test 3394-8144 6789-8144 6789-8144
nombre d’unités cachées 10 6 10
erreur moyenne 1.82e-4 5.26e-5 7.7e-5
variance 1.42e-11 3.59e-11 1.53e-10
valeur de la statistique 160.21

1993 (8217) niveau 0 niveau 1 témoin
ensemble d’apprentissage 1-3423 3424-6848 1-6848
ensemble de test 3424-8217 6849-8217 6848-8217
nombre d’unités cachées 2 8 2
erreur moyenne 8.7e-5 2.61e-5 6.29e-5
variance 2.62e-41 2.54e-12 7.20e-10
valeur de la statistique 124.10
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1994 (8813) niveau 0 niveau 1 témoin
ensemble d’apprentissage 1-3672 3673-7346 1-7346
ensemble de test 3672-8813 7346-8813 7347-8813
nombre d’unités cachées 2 3 2
erreur moyenne 1.30e-4 5.95e-5 1.48e-4
variance 1.07e-13 7.37e-11 1.05e-9
valeur de la statistique 247.84

1995 (11405) niveau 0 niveau 1 témoin
ensemble d’apprentissage 1-4752 4753-9506 1-9506
ensemble de test 4753-11405 9506-11405 9507-11405
nombre d’unités cachées 9 10 9
erreur moyenne 1.37e-4 5.03e-5 1.53e-4
variance 5.26e-10 5.97e-12 5.85e-11
valeur de la statistique 1365.96

1996 (13068) niveau 0 niveau 1 témoin
ensemble d’apprentissage 1-5445 5446-10890 1-10890
ensemble de test 5445-13068 10891-13068 10891-13068

nombre d’unités cachées 6 8 6
erreur moyenne 1.32e-4 9.10e-5 1.88e-4
variance 5.56e-11 6.44e-10 4.70e-9
valeur de la statistique 151.69

1997 (10998) niveau 0 niveau 1 témoin
ensemble d’apprentissage 1-4582 4583-9164 1-9164
ensemble de test 4583-10998 9165-10998 9165-10998
nombre d’unités cachées 9 7 9
erreur moyenne 1.94e-4 1.06e-4 2.13e-4
variance 1.95e-9 1.29e-10 1.24e-9
valeur de la statistique 303.28
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9 Interprétation des résultats et discussions

À la vue de ces résultats, plusieurs conclusions s’imposent :

– Tout d’abord, on peut constater, même sans avoir recours à un test sta-
tistique, que l’algorithme de stacking améliore l’erreur de généralisation.
Son ordre de grandeur chute en effet bien souvent de 10−4 dans le cas d’un
perceptron simple à 10−5 dans le cas du stacking.

– S’il fallait d’autres arguments pour se convaincre de cette amélioration,
notre test statistique impose de rejeter l’hypothèse nulle H0 : “µs > µ′′t
au seuil 0.1% dans tous les cas.

– Toutefois, ce test n’est pleinement valable que dans le cas de données
indépendantes et identiquement distribuées. Ce prérequis n’est certaine-
ment pas vérifié dans notre cas. De ce fait, les conclusions apportées par
notre test doivent être prises avec précautions.

– De plus, Garcia et Gençay obtiennent précisément une erreur de l’ordre de
10−5 avec un perceptron multicouche similaire, et sur le même ensemble
de données. Par conséquent, il est possible que l’entrâınement du réseau
témoin ne soit pas optimal. La procédure d’ ”early-stopping”, si elle per-
met d’avoir une plus grande facilité à trouver l’erreur minimale, ne permet
toutefois pas d’éviter un minimum local “profond”.

– La remarque précédente en appelle une autre. Une interprétation alterna-
tive voudrait que le minimum trouvé soit bien un minimum global mais que
la procédure d’entrâınement ne permette pas de l’atteindre. Une manière
de vérifier cette hypothèse et, le cas échéant, de remédier au problème,
serait d’utiliser un gradient conjugué à la place du gradient stochastique
de nos expériences.

– Finalement, toutes les simulations ont été accomplies avec des perceptrons
multicouches. Il serait certainement intéressant de comparer ces résultats
à ceux qui pourraient être obtenus par des architectures complètement
différentes.

Ainsi, les conclusions qui ressortent de cette expérimentation sont assez mitigées.
La procédure de stacking améliore -dans notre cas- l’erreur de généralisation.
Mais il est possible que les procédures implémentées ne conduisent pas à des
résultats optimaux.
Malgré ce constat, il n’a pas été possible, par manque de temps, d’optimiser les
procédures et de réitérer les simulations. De ce fait, il n’est pas vraiment possible
d’apporter de conclusion définitive. Une seule idée semble à retenir : pour un
entrâınement similaire des différents algorithmes, le stacking améliore la perfor-
mance en généralisation du perceptron multicouche tel qu’il a été implémenté
ici.
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